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Аннотация: в статье даны точные оценки скорости сходимости (наилучших приближений) ряда Фурье 

по собственным векторам некоторого симметричного оператора в гильбертовом пространстве. Ранее, 

пользуясь некоторыми хорошо известными фактами, мы построили обобщенный модуль 

непрерывности произвольного вектора гильбертова пространства, который позволил нам дать точные 

оценки скорости сходимости (наилучших приближений) ряда Фурье по произвольной ортогональной 

системе векторов. В этой работе с помощью симметричного оператора в гильбертовом пространстве 

мы вводим аналоги классов дифференцируемых функций, характеризующихся обобщенным модулем 

непрерывности и на этих классах, устанавливаем точные оценки скорости сходимости (наилучших 

приближений) рядов Фурье по собственным векторам этого оператора. Кроме того, в работе даны 

точные оценки некоторых   – поперечников рассматриваемых классов векторов в гильбертовом 

пространстве. 

Ключевые слова: гильбертово пространство, ряд Фурье, оператор сдвига, симметричный оператор, 

обобщенный модуль непрерывности,   – поперечник Колмогорова. 
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Abstract: the article provides accurate estimates of the rate of convergence (best approximations) of the Fourier 

series with respect to the eigenvectors of a certain symmetric operator in a Hilbert space. Earlier, using some 

well-known facts, we constructed a generalized modulus of continuity of an arbitrary vector of a Hilbert space, 

which allowed us to give exact estimates of the rate of convergence (best approximations) of a Fourier series in 

an arbitrary orthogonal system of vectors. In this paper, using a symmetric operator in a Hilbert space, we 

introduce analogues of classes of differentiable functions characterized by a generalized modulus of continuity 

and on these classes we establish exact estimates of the rate of convergence (best approximations) of the Fourier 

series with respect to the eigenvectors of this operator. In addition, in the paper, exact estimates are given for 

some N - widths of the considered classes of vectors in a Hilbert space. 
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Пусть   – вещественное бесконечномерное сепарабельное гильбертово пространство со скалярным 

произведением       векторов       и нормой                  – симметричный оператор  в 

пространстве    т.е. линейный оператор, заданный на некотором линейном многообразии         
удовлетворяющий там условию                для любых            Мы предполагаем, что 
оператор   обладает полной ортонормированной системой собственных векторов       отвечающих 
собственным значениям       т.е.  

                       
кроме того,  

                 . 

Известно ([1], с. 390), что любой вектор     можно разложить в ряд Фурье 

                                       

 

   

                                                        

по системе векторов       сходящийся в пространстве    т.е. 
                 

где  
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- частичные суммы ряда (1). 

Обозначим через 

                           
наилучшее приближение вектора     полиномами  

         
     

 

Хорошо известно, что  

                                                            
 

 

   

                                                             

                                             
              

     
     

   

                                

Напомним, что через 

                   
           

общепринято соответственно обозначать бернштейновский, колмогоровский, линейный, 

гельфандовский и проекционный   – поперечник множества   в пространстве   (см., напр., [2], c. 204). 

В пространстве   определим оператор (оператор сдвига) 

               

 

   

     

где                          – непрерывные функции, удовлетворяющие условиям  

                                     
Нетрудно показать, что         – линейный ограниченный оператор, кроме того,  

              
Пусть      Определим конечные разности первого и высших порядков вектора  , как и в 

классическом случае, 

                   
  
        

                

          
 
 
   

   

 

   

 

где    
          

        
                             – единичный оператор в  . 

Величину  

           
     

   
    

      
                

будем называть обобщённым модулем непрерывности   – го порядка вектора    . 

Рассмотрим теперь следующие классы векторов в пространстве                       
    
где                                           

    Ф
                    

      Ф      
где                      Ф    неотрицательная монотонно возрастающая функция на        

                    
 

 
   

 
            

 

 

  

                              
 Справедливы следующие утверждения. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть          Тогда 
        

           
      

      

                                     
Здесь при каждом фиксированном   константу в правой части неравенства уменьшить нельзя. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть          Тогда 
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где, как и выше, при каждом фиксированном   константу в правой части неравенства уменьшить 

нельзя. 

ТЕОРЕМА 3. Справедливы равенства 

     
        

      
                   

    Ф
          

     Ф     
  
Ф    

                                     

     
          

     
 

 
        

 

 

 

  

 

                                     
где        -  любой из перечисленных выше поперечников множества  

     
ЗАМЕЧАНИЯ. 1. Все теоремы, сформулированные выше с соответствующими изменениями, 

остаются справедливыми в комплексном гильбертовом пространстве. 

2. Рассмотрим некоторые примеры гильбертовых пространств   и симметричных операторов      
   к которым применимы сформулированные выше теоремы (приводимые здесь обозначения являются 
общепринятыми (см., напр., [3], с.117, 170, 221; [5], с.355)): 

1)           
          

  

  
    

  

  
         

            
     

       
  

   

   
   

 
           

- система полиномов Чебышева-Эрмита; 

2)           
                 

 

  
                

        
       

     

           
     

  

   
                    

- система полиномов Чебышева-Лагерра; 

3)                 
 

  
       

 

  
              

             
    

 

  

     

  

   
                  

- система многочленов Лежандра; 

4)             
 

 

 

  
          

      
 

   
                 

- тригонометрическая система функций; 

5)                   
 

  
  

 

  
  

  

 
       

   

                               

- система функций Беселля первого рода, а    – положительные корни уравнения          
расположенные в порядке возрастания. 

3. Из полученных здесь результатов следуют соответствующие ранее известные факты, например, 

если          
      то полагая             

 

  или             мы получим одномерные аналоги 

точных оценок наилучших приближений в пространстве       
       доказанные в [5], [6] (см. также 

[7]), если                 или                   и               то мы получим 
соответствующие оценки, доказанные в [8], [9] (см. также [10]-[12]). 

4. В последнее время в вопросах теории приближения широко применяется теория   – функционалов 

Петре [13]. Нетрудно показать, что из теоремы 1 следует равенство 

   
       

  
               

    
  

    

где  
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