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Аннотация: в статье проведен анализ принципов помехоустойчивого кодирования и эффективного 

декодирования блоков двоичных данных, представленных в виде двумерных массивов. Предложенный 

математический аппарат базируется на принципах модулярной арифметики и модели линейного 

блочного кодирования. Разработана схема построения последовательностей кода Рида-Соломона на 

базе порождающего полинома. Предложена математическая модель представления двумерных 

последовательностей кода Рида-Соломона, которая основывается на теории биграфов. Построена 

комплексная методология помехоустойчивого кодирования данных и восстановления частично 

поврежденных кодовых последовательностей. 
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Abstract: the article analyzes the principles of error-correcting coding and efficient coding of binary data 

arrays presented in the form of two-dimensional arrays. The proposed mathematical apparatus is based on the 

principles of modular arithmetic and a linear block coding model. A scheme for constructing Reed-Solomon 

code sequences on the basis of a generating polynomial is developed. A mathematical model is presented for 

representing two-dimensional sequences of the Reed-Solomon code, which is based on the theory of bipartite 



graphs. A comprehensive methodology for the error-correcting data coding and restoration of partially 

damaged code sequences has been built. 
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Введение 

Коды Рида-Соломона (RS: Reed–Solomon codes) на базе расширенного конечного алфавита [1-3] 

являются основным инструментом помехоустойчивого кодирования двоичных данных, в том числе при 

работе с составными изображениями (compound image) и видеоматериалами [4-6]. При разработке систем 

представления блоков данных в виде длинного помехоустойчивого кода особенно актуальной задачей 

является рассмотрение вопроса кодирования данных при помощи двумерных массивов. В общем случае 

однозначных связей между двумерной структурой информационной среды и кодом может не быть, 

поэтому важно задать соотнесение между элементами массива на уровне логических правил. Такой 

подход позволит воспроизвести этап частичного декодирования с дальнейшим извлечением 

подмножества информационных элементов в случае повреждения регистрирующей среды носителя 

информации [7-9].  

Анализ последних исследований и публикаций в данной области позволил обобщить представления 

о принципах помехоустойчивого кодирования и эффективного декодирования блоков двоичных данных, 

представленных в виде двумерных массивов [1-9]. С этой целью были рассмотрены принципы 

модулярной арифметики и методика сравнения по модулю в рамках теории кодирования [10, 11], а также 

модель линейного блочного кодирования [12-15]. Кроме того изучены принципы кодирования 

двудольных графов, на основе которых можно построить алгоритмы помехоустойчивого кодирования 

данных с низкой ресурсоемкостью и эффективным частичным декодированием выбранных фрагментов 

кодовой последовательности [16-18], в том числе в рамках геометрии конечных полей [19-22].  

Целью работы стало построение методологии помехоустойчивого кодирования данных и 

восстановления данных при частичном повреждении носителей информации. 

1. Кодирование изображений при помощи кодов Рида-Соломона 

В рамках модулярной арифметики (modular arithmetic) [10, 11], массив цифровых данных как набор 

целых чисел может быть представлен через сравнение по модулю как множество               для 

которого величина       одновременно является модулем умножения и модулем сложения. Для 

ненулевого элемента   можно рассмотреть ряд произведений                          При 

двоичном кодировании конечное поле на базе кода Рида-Соломона будет включать в себя        

элементов. Таким образом, для последовательностей кода Рида-Соломона может быть использован тот 

же математический аппарат, что и для блочного линейного кода      . Входной набор данных, который 

подлежит кодированию, представляется через K символов, а для их передачи необходимо использовать 

дискретный канал N раз [2, 3, 12, 13]. Далее в рамках модели предлагается перейти к полиному, в 

котором используется простое расширение поля   (primitive element), т.е. расширение конечного поля, 

обусловленное добавлением к полю одного элемента. Таким образом, элементы кода могут быть 

представлены через векторы в      -бит, что соответствует степеням полинома меньшим или равным  . 

В соответствии с данным подходом можно ввести для последовательностей кода Рида-Соломона понятие 

порождающего полинома (generator polynomial): 

 

                                      

     

   

 

 

Описание возможных комбинаций кодовой последовательности, представленной в виде конечного 

поля, как полинома          , определяется через следующие полиномы: 

 

                                            

 

   

 

 

где    — элементы          . Представление бинарного графического изображения при помощи кода 

Рида-Соломона       является линейным бинарным кодом          . В кодовой RS-

последовательности любой произвольный элемент   полинома           замещается бинарной матрицей 

размерности    , строки которой определяются как               , т.е.       , где          

Поскольку исходная кодовая последовательность масштабируется элементами полинома          , 



соответствующая последовательность при кодировании двоичного изображения должна быть 

представлена в виде линейной комбинации       двоичных строк. Аналогично, если RS-генераторная 

матрица имеет размерность    , причем все ее элементы входят в          , значит, она может быть 

получена путем замены каждого элемента соответствующей двоичной матрицей размерности    . 

Соответственно, если минимальное расстояние для элементов последовательности исходного кода 

составляет            минимальное расстояние для элементов двоичного изображения составляет 

       .  

Следует отметить, что в ряде практических приложений по оцифровке графических изображений 

рассматриваются кодовые последовательности длиной     с большими минимальными расстояниями, 

но это вынуждает разработчиков изменять базовые алгоритмы представления элементов поля [14, 15].  

2. Кодирование графов при восстановлении двумерных массивов 

Методы анализа двумерных последовательностей RS-кода большого размера могут быть расширены 

до алгоритмов на основе теории графов, в частности кодирования двудольных графов [16-18]. 

Двудольный граф, также называемый биграфом — это граф, полное множество вершин которого можно 

разделить на две группы таким образом, что каждое ребро графа будет соединять вершину из первой 

группы с вершиной из второй группы. 

В рамках данной модели в целях упрощения общей схемы алгоритма рассматривается случай 

регулярного биграфа, т.е. биграфа все вершины которого имеют   ребер, причем величина   

соответствует длине компонент-кода. При этом если общее количество вершин равно v, общая длина 

кода   равна    . Очевидно, что для получения кода большей длины, чем двумерный код необходимо 

выбрать    . Поскольку количество проверок четности в общем коде равно         , размерность 
полного кода с учетом линейно зависимых проверок составляет           . Преимущество данного 

подхода состоит в том, что на его основе большие информационные блоки могут быть кодированы и 

декодированы на основе короткого компонент-кода с низкой нагрузкой на программно-аппаратную 

платформу. При этом обеспечивается высокая производительность при обеспечении доступа к 

определенному фрагменту кода, т.е. при частичном декодировании. 

При разработке алгоритмов декодирования для обеспечения предпосылок построения эффективного 

механизма исправления ошибок в кодовой последовательности необходимо продумать вопрос связности 

графа и представить его в виде математической модели и ввести следующие понятия: 

 расстояния между двумя вершинами графа; 

 диаметр графа; 

 обхват графа (graph girth), как длину наименьшего цикла; 

 расширение графа (graph expansion). 

В рамках предложенной модели расстояние между двумя вершинами графа может быть определено 

как длина кратчайшего пути от одной вершины к другой, что, в свою очередь, должно быть выражено 

через число ребер. Соответственно, диаметром графа, который для заданных значений   и   должен быть 

минимальным, будет наибольшим расстоянием между двумя точками. Обхват графа (graph girth) 

представляет собой полный путь от вершины к себе, который исчисляется в ребрах, т.е., обхват графа 

определяется как длина самой короткой цепи. Граф, который может быть эффективно использован в 

системах помехоустойчивого кодирования, должен иметь большой обхват. Показатель расширения графа 

для алгоритмов выбираются индивидуально, это свойство указывает на то, что для любого небольшого 

набора вершин Δ на минимальном расстоянии находится другое, существенно большее подмножество 

других вершин. Таким образом, возможные ошибки в одной части кодовой последовательности могут 

быть исправлены путем включения символов в другие части графа. 

Эффективная работа с биграфами возможна через рассмотрение геометрии конечных полей [19-22]. 

Конечная евклидова плоскость конечного поля      состоит из точек      , соотношение между 

которыми описывается через линейное уравнение        , причем коэффициенты   и   постоянны 

для     . Для соотношения типа     введем множество вершин   . Соответственно на основе этого 

подхода можно ввести понятие биграфа, для которого точечные вершины       и линейные вершины 

      соединяются ребрами для        . 

Кроме того, можно доказать, что при минимальной длине между элементами полной кодовой 

последовательности равной  , все частные кодовые последовательности (кодовые слова) 

характеризуются минимальным весом: 

 

                                         

 

Соответственно, для ненулевых вершин существует   и более ребер, каждое из которых соединяется 

с         и более другими ребрами. 

Выводы 



В результате проведенного исследования был разработаны основы для построения математического 

аппарата, который в дальнейшем может быть использован для разработки систем помехоустойчивого 

кодирования двумерных блоков цифровых данных составных изображений. В частности были 

предложены: 

 схема построения последовательностей кода Рида-Соломона на базе порождающего полинома; 

 математическая модель представления двумерных последовательностей кода Рида-Соломона 

большого размера, которая основывается на теории кодирования двудольных графов; 

 принципы работы с двудольными графами через рассмотрение геометрии конечных полей. 

Разработанные модели, схемы и алгоритмы могут быть эффективно использованы при построении 

комплексной методологии помехоустойчивого кодирования данных и восстановления информация из 

частично поврежденных кодовых последовательностей. 
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