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Аннотация: данная работа посвящена численному моделированию записи и восстановления 

амплитудно-фазовой информации волнового поля на транспаранте (маске) с фрактальным рельефом, 

задаваемым функцией Вейрштрасса-Мандельброта. Выявлено, что пространственное распределение 

фазы волнового поля дифракции Фраунгофера обладает свойствами самоподобия. Детали неоднородной 

структуры вносят существенный вклад в суммарную амплитуду на высоких пространственных 

частотах. Показано, что с ростом фрактальной размерности фрактальной маски вклад максимальных 

значений амплитудного распределения волнового поля на пространственных частотах уменьшается. 

Постепенное увеличение вклада в суммарную амплитуду наблюдается у минимальных значений, что 

согласуется с характерными особенностями фрактальной неоднородности поверхности, задаваемой 

косинусной фрактальной функцией Вейерштрасса-Мандельброта. Исследование фрактальных масок в 

качестве пространственных фильтров повышает чувствительность к амплитудным и фазовым 

искажениям исследуемого объекта и представляет интерес при разработке оптических систем 

распознавания сложных неоднородных структур с быстро меняющейся фазовой информацией. 
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Abstract: this work is devoted to the numerical modeling of the recording and restore the amplitude and phase 

information of the wave field on header (mask) with a fractal relief given by Weierstrass-Mandelbrot function. It 

was found that the spatial distribution of the phase of the wave field Fraunhofer diffraction has the properties of 

self-similarity. Details inhomogeneous structures make a significant contribution to the total amplitude of the 

high spatial frequencies. It is shown that with the increase of fractal dimension of fractal mask the contribution 

of the maximum values of the amplitude distribution of the wave field on the spatial frequencies is reduced. The 

gradual increase in the contribution to the total amplitude observed at the minimum values, which is consistent 

with the characteristic features of fractal neodymium-homogeneity of the surface defined by the cosine function 

of the fractal Weierstrass-Mandelbrot. The study of fractal mask as a spatial filter increases the sensitivity to 

amplitude and phase distortions of the object and represents the interest in the development of optical 

recognition systems of the inhomogeneous complex family structures with rapidly changing the phase 

information. 
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Введение  

В настоящее время большое внимание уделяется оптическим методам обработки информации. 

Преимущества быстродействующих логических когерентно-оптических и лазерных устройств обработки 

информации связаны с их простотой, компактностью, быстродействием, возможностями легкой 

обработки больших массивов двумерной и многоканальной информации при наличии высокой 

помехоустойчивости [1, 2].  

В оптических системах обработки и распознавания изображений представляет интерес возможность 

преобразования фазовой информации об объекте в амплитудную, что позволяет производить частотно-

фазовую фильтрацию волновых фронтов в случае многоканальной обработки большого массива данных, 

несущих информацию об объектах с заданными фазовыми характеристиками. Формирование спектра 



амплитудно-фазового распределения в когерентно-оптических системах задается транспарантом 

(маской), осуществляемое двумерным Фурье-преобразованием. Поскольку обычные методы ввода 

информации в когерентно-оптическую систему обладают низкой оперативностью, разрабатываются 

методы поиска и исследования сред и материалов, обладающих более высокими характеристиками. 

Наиболее перспективные методы получения действительного распределения основаны не на 

транспарантах с заданной прозрачностью по интенсивности (термопластические и 

фототермопластические пленки, фотохромные материалы, пространственные модуляторы на кристаллах 

и жидкостях), а на перспективных методах получения фазового распределения, за счёт, например, 

неоднородно-переменной поверхности фазового транспаранта с переменной прозрачностью. 

Комбинации фазовых и амплитудных транспарантов используются для дифференцирования 

изображений, компенсации аберраций оптических систем в фазо-контрастном методе Цернике [1, 2]. 

Моделирование дифракции на плоских амплитудных неоднородных структурах актуально для 

исследований многочисленных видов объектов, обладающих фрактальными свойствами. Проведенные 

ранее исследования [3-8] показали, что дифракционная картина в области дифракции Фраунгофера от 

фрактальной структуры также является фрактальной, и существует связь между величинами их 

фрактальных размерностей. В работе [7] была исследована обратная задача определения фрактальной 

размерности фрактальной маски по дифракционной картине.  

Моделирование записи и восстановления амплитудно-фазовой информации волнового поля на 

транспаранте с фрактальным рельефом  

Кодируемая информация об исследуемом объекте может вноситься в волновой фронт. Визуализация 

фазового (прозрачного) объекта возможна путем перевода его в пространственную модуляцию 

интенсивности и (или) фазы волнового поля. Воспользуемся моделью наиболее простого случая 

оптического преобразования Фурье (голограмма Фурье). Пусть фазовый транспарант с переменной 

прозрачностью имеет коэффициент пропускания по амплитуде  yxb ,' , заданный фрактальной 

функцией Вейерштрасса-Мандельброта )(tW c фрактальной размерностью D  (Рис. 2):  
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Воспользуемся действительной частью функции )(tW  (косинусная фрактальная функция (Рис. 1)): 
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Рис. 1. Косинусная фрактальная функция Вейерштрасса-Мандельброта 5.1D , b 0.5, 101 n , 102 n , 

200t  
 

На транспарант с заданной комплексной прозрачностью  qpH ,  модифицирующий спектр, 

подается лазерное когерентное монохроматическое излучение с плоским фронтом.  Линейные размеры 

поверхности транспаранта значительно больше длины волны падающего света. После обратного 

преобразования, совершаемого второй линзой, регистрируемое распределение волнового поля 0Ã в 

плоскости ),(   будет иметь вид 
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где      yxieyxbyxb ,,','  . Используем оптическое преобразование Фурье. Двумерное 

оптическое преобразование Фурье приводит к следующей зависимости     
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,  где z - фокусное расстояние линзы,  - длина плоской волны [5,6]. Регистрируемое волновое поле за 

плоскостью транспаранта можно представить в виде распределения: 

 

 
 

 
  



),(

)(20

,

2

0

0
),,(

1
)(,'),(

yx

qypxi

yx

yx
xz

i

qpH
z

dxdyetc
z

A
dxdyeyxb

z

A
Ã


 




 

где 
z

p



  и 

z
q




  - пространственно-частотные переменные, определяемые координатами в 

плоскости спектра  yx, ,  qpH , - комплексный спектр функции  yxb ,' . Амплитудное 

распределение  qpA ,  определим выражением:   

       222
,Im,Re, qpHqpHqpA  , 

          cos2,,,, * qpAeeqpAqpHqpH ii  
,          (4) 

где  qpH ,*
- сопряженная величина комплексному спектру от функции ),(' yxb . Фазовое 

распределение волнового поля  будет иметь вид: 
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Результаты численного моделирования 

Пространственные распределения амплитуды и фазы волнового поля, полученные на фрактальной 

поверхности транспаранта, представлены на Рис. 2 (I) и Рис. 2 (II) соответственно. Согласно законам 

Фурье-оптики, линейное Фурье-преобразование от фрактальной функции зрачка является фракталом 

дополнительной размерности [9]. В области дифракции Фраунгофера (задняя фокальная плоскость 

идеализированной оптической системы) спектр интенсивности волнового воля на пространственных 

частотах, полученный на фрактальной маске, также характеризуется фрактальными свойствами [3-8].  

Мерой пространственной неоднородности структуры корреляционных взаимосвязей служит её 

фрактальная размерность D , количественно характеризующая степень заполнения пространства. В 

основу обработки параметров положен алгоритм фрактально-множественного описания экс 

периментальных данных, на основе общеизвестного подхода Б. Мандельброта, имеющего вид 
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Рис. 2. Спектры распределения амплитуды (I) и фазы (II) волнового поля на пространственных частотах, 

полученные на фрактальной поверхности транспаранта ( aD =2.1, bD =2.5, cD =2.9, M, N – количество 

элементов дискретизации в плоскости исследуемого объекта) 
 

где b - размер одинаковых частей, N - количество одинаковых частей в масштабе. Для того, чтобы 

покрыть структуру в m - мерном фазовом пространстве, подсчитывается  bN  m - мерных ячеек со 

стороной b, так чтобы выполнялось условие Хаусдорфоровой размерности   DbbN ~ , при 0b  [10]. 

В рабочей программе был создан алгоритм по подсчету не количества кубиков, укладываемых в 

пространственную структуру объекта, а количества свободных, не перекрывающихся граней 

поверхностей (Рис.3). Такие объекты имеют фрактальную структуру, если измеряемая клеточная 

фрактальная размерность изменяется в пределах 32 D  [11,12]. Проведенные расчеты показали, что 

фазовое распределение волнового фронта обладает свойствами самоподобия и характеризуется 

фрактальной размерностью 1875.03125.2 D , с погрешностью определения размерности, не 

превышающей 4% (Рис. 3) [9-12].  
 

 
 

Рис. 3. График зависимости фазового распределения волнового поля от размера грани кубов для фрактала с 5.2D  

(косинусная фрактальная функция Вейерштрасса-Мандельброта) 
 

 



 
 

Рис. 4. Отношение амплитудных распределений волновых полей на пространственных частотах 
ji DD

AA / , 

несущих информацию о неоднородных свойствах фрактальных масок (
i

D и 
j

D - фрактальные размерности 

транспарантов, M, N – количество элементов дискретизации в плоскости исследуемого объекта) 
 

На Рис. 4 представлены отношения амплитудных распределений волновых полей на 

пространственных частотах в зависимости от фрактальной маски транспаранта. Детали неоднородной 

структуры вносят существенный вклад в суммарную амплитуду на высоких пространственных частотах. 

Показано, что с ростом фрактальной размерности фрактальной маски вклад максимальных значений 

амплитудного распределения волнового поля на пространственных частотах  qpA ,
max

 уменьшается.  
 

 
 

Рис. 5. Зависимость максимальных  qpA ,
max

 (a) и минимальных  qpA ,
min

 (b) значений амплитудного 

распределения волнового поля на пространственных частотах в зависимости от фрактальной размерности D  

фрактальной маски ( k - соотношение линейных размеров области регистрации распределения волнового поля на 

фрактальной маске и экране) 
 

Постепенное увеличение вклада в суммарную амплитуду на фоне «фрактального шума» наблюдается 

у минимальных значений  qpA ,
min

, что согласуется с характерными особенностями фрактальной 

неоднородности поверхности, задаваемой косинусной фрактальной функцией Вейерштрасса-

Мандельброта (Рис. 5). Наблюдаемые зависимости демонстрирует высокую чувствительность 

амплитудно-фазовой информации волнового поля на пространственных частотах к быстро меняющимся 

неоднородностям фрактальной маски, несущим информацию о мелких хаотичных включениях, 

заданным косинусной фрактальной функции Вейерштрасса-Мандельброта. 

Выводы 

Детали неоднородной структуры вносят существенный вклад в суммарную амплитуду на высоких 

пространственных частотах. Показано, что с ростом фрактальной размерности фрактальной маски вклад 

максимальных значений амплитудного распределения волнового поля на пространственных частотах 

уменьшается. Постепенное увеличение вклада в суммарную амплитуду наблюдается у минимальных 

значений, что согласуется с характерными особенностями фрактальной неоднородности поверхности, 

задаваемой косинусной фрактальной функцией Вейерштрасса-Мандельброта. 
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